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Przekonaj siê, ¿e statystyka mo¿e byæ prosta!

Jeœli statystyka wydaje Ci siê nudna i skomplikowana, to tylko dlatego, ¿e nie korzysta³eœ 
dot¹d z odpowiedniego podrêcznika! Ta innowacyjna, przyjazna dla czytelnika ksi¹¿ka
z pewnoœci¹ zmieni Twoj¹ opiniê. Wiedzê z zakresu statystyki podano tu w sposób 
uwzglêdniaj¹cy najnowsze badania w zakresie efektywnego nauczania. Dziêki przyjêciu 
takiej formu³y tekst dostosowano do sposobu funkcjonowania Twojego mózgu, aby
w pe³ni wykorzystaæ jego mo¿liwoœci i bezboleœnie wprowadziæ Ciê w œwiat 
skomplikowanych obliczeñ.

Najwa¿niejsze zagadnienia zosta³y tu zilustrowane za pomoc¹ – nierzadko zabawnych – 
przyk³adów z ¿ycia codziennego, takich jak analiza statystyk sportowych, wyników gier 
hazardowych czy testów nowych leków. Dziêki tej ksi¹¿ce dowiesz siê m.in., jak wybraæ 
optymalny wykres do wizualizacji okreœlonych danych, szybko wskazaæ wartoœci 
reprezentatywne dla danego zbioru danych i za pomoc¹ rachunku prawdopodobieñstwa 
przewidywaæ skutki powtarzalnych zdarzeñ w d³ugich seriach. Z ³atwoœci¹ nie tylko 
przyswoisz zawart¹ tu wiedzê, ale i wykorzystasz j¹ w codziennym ¿yciu!

• Wizualizacja danych
• Wykresy
• Praca z danymi zgrupowanymi
• Rozk³ad geometryczny, dwumianowy i Poissona
• Miary zró¿nicowania
• Szacowanie parametrów populacji na podstawie próby
• Kwartyle i wariancje
• Prawdopodobieñstwo zdarzeñ
• Konstruowanie przedzia³u ufnoœci
• Podstawy kombinatoryki
• Weryfikacja hipotez
• Korelacja i regresja

Z dobrym podrêcznikiem nawet statystyka mo¿e byæ ³atwa i ciekawa! 
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http://helion.pl/page354U~cennik.htm
http://helion.pl/page354U~online.htm
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5. Dyskretne rozkłady prawdopodobieństwa



  
  

   
   



$ wisienka cytrynka inne

0,1 0,2 0,2 0,5

Wszystkie trzy okienka są od siebie niezależne,  

zatem pojawienie się danego symbolu w jednym  

z nich nie ma wpływu na to, co pojawi się  

w pozostałych okienkach.
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Wczuj się w rolę gracza
Spójrz na planszę z wygranymi zamieszczoną 

na poprzedniej stronie. Wyobraź sobie, że jesteś 

graczem, który chce poznać prawdopodobieństwo 

pojawienia się każdej z kombinacji 

gwarantujących wygraną. Uzupełnij  
tabelkę. Jakie jest prawdopodobieństwo 

tego, że nie wygrasz nic?



        

       

  

    

          

            

 

   
       

       

  

   
       

       

  

       

                 
  

          

 

    

     

  

  
 


  

 

  
   
   

 
  

   


Wczuj się w rolę gracza: Rozwiązanie
Spójrz na planszę z wygranymi zamieszczoną 

na poprzedniej stronie. Wyobraź sobie, że jesteś 

graczem, który chce poznać prawdopodobieństwo 

pojawienia się każdej z kombinacji 

gwarantujących wygraną. Uzupełnij  
tabelkę. Jakie jest prawdopodobieństwo 

tego, że nie wygrasz nic?
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Kombinacja brak wygranej cytrynki wisienki dolary/ dolary dolary

Wypłata 1 $ 4 $ 9 $ 14 $ 19 $

Prawdopodobieństwo

Kombinacja brak 

wygranej

cytrynki wisienki dolary/

wisienki

dolary

Prawdopodobieństwo

rozkład prawdopodobieństwa

 




  

    
      

      
     

 

  
 

 


    

   
   

  

   
  

      



Kombinacja brak wygranej cytrynki wisienki dolary/wisienki dolary

x -1 $ 4 $ 9 $ 14 $ 19 $

P(X = x)

zmienną losową

realizacje

  





 


 


   

     
     

dyskretną
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wartość oczekiwana

x  –1 4 9 14 19

P(X = x)

E(X) = xP(X = x)

     

E(X) = μ
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rozdziale 3. wariancją
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Var(X) = E(X - μ)2

  


      
  

  



E(X - μ)2 = (x - μ)2P(X = x)
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x –1 4 9 14 19

P(X = x)

  

 

     

    
   

  

   



rozdziale 

3.

σ =  Var(X)

√

   
 





  
  

  

    

Podstawowe 
terminy

   
 

    

Podstawowe 
terminy
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Oto rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej X:

x 1 2 3 4 5

P(X = x)

1. Ile wynosi E(X)?

2. Ile wynosi Var(X)?



Oto rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej X:

x 1 2 3 4 5

P(X = x)

1. Ile wynosi E(X)?
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2. Ile wynosi Var(X)?
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Czy nasz zawodnik mógłby w prostszy sposób wyznaczyć wartość 
oczekiwaną, tak by nie zajęło mu to więcej niż 3 minuty?



     

    

 


y -2 23 48 73 98

P(Y = y)
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Jaka jest wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y?  

Jak się mają te wartości do wyznaczonych poprzednio: wartości 

oczekiwanej wynoszącej –0,77 dolara oraz wariancji równej 2,6971?

y -2 23 48 73 98

P(Y = y)



Jaka jest wartość oczekiwana i wariancja zmiennej losowej Y?  

Jak się mają te wartości do wyznaczonych poprzednio: wartości 

oczekiwanej wynoszącej –0,77 dolara oraz wariancji równej 2,6971?

y -2 23 48 73 98

P(Y = y)
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Łamigłówka

Uwaga: każda wartość 

może być użyta tylko 

jeden raz!

X = (stara stawka wygranej) – (stary koszt gry) =

 = (stara stawka wygranej) – ........................... 

(stara stawka wygranej) = ............................ + ............................

Y = 5 (stara stawka wygranej) – (nowy koszt gry) =

 = 5 (.............. + ...............) – ...................... =

 = 5 ................ + ................ – ..................... =

 = ..................    .................. + .....................

1

1
X

X
1

2X 2
5

5 X

3



X = (stara stawka wygranej) – (stary koszt gry) =

 = (stara stawka wygranej) – ........................... 

(stara stawka wygranej) = ............................ + ............................

Y = 5 (stara stawka wygranej) – (nowy koszt gry) =

 = 5 (.............. + ...............) – ...................... =

 = 5 ................ + ................ – ..................... =

 = ..................    .................. + .....................

Łamigłówka: Rozwiązanie

Uwaga: każda wartość 

może być użyta tylko 

jeden raz!

1

1X

X

1

2

X 25

5 X 3
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Spróbujmy sprawdzić, czy istnieje zależność między E(X) i E(Y) 

oraz Var(X) i Var(Y).

1. E(X) = –0,77, zaś E(Y) = –0,85. Ile wynosi 5 × E(X)? A ile 5 × E(X) + 3? Jak się to ma do E(Y)?

2. Var(X) = 2,6971, zaś Var(Y) = 67,4275. Ile wynosi 5 × Var(X)? A ile 52 × Var(X)? Jak się to ma do Var(Y)?

3. Czy dałoby się uogólnić zaobserwowane zależności dla dowolnych zmiennych losowych pozostających  

 w relacji: Y = aX + b?

    



Spróbujmy sprawdzić, czy istnieje zależność między E(X) i E(Y) 

oraz Var(X) i Var(Y). 

1. E(X) = –0,77, zaś E(Y) = –0,85. Ile wynosi 5 × E(X)? A ile 5 × E(X) + 3? Jak się to ma do E(Y)?

2. Var(X) = 2,6971, zaś Var(Y) = 67,4275. Ile wynosi 5 × Var(X)? A ile 52 × Var(X)? Jak się to ma do Var(Y)?

3. Czy dałoby się uogólnić zaobserwowane zależności dla dowolnych zmiennych losowych pozostających  

 w relacji: Y = aX + b?

   

     

     

   

   

   

      

    



4

E(aX + b) = aE(X) + b

Var(aX + b) = a2Var(X)

   

 

    

  



¢

¢

Σ

¢

Σ

¢

¢

√

¢



   

      

 

      

    

Podstawowe 

terminy
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Aby znaleźć rozkład prawdopodobieństwa zmiennej 2X, 

wystarczy pomnożyć przez 2 wszystkie wartości zmiennej X:

x –1 5

P(X = x)

2x -2 10

P(2X = 2x)

w -2 4 10

P(Y = y)
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× 

n

Var(X
1
 + X

2
 + ... X

n
) = nVar(X)

     

   

   



n

E(X
1
 + X

2
 + ... X

n
) = nE(X)

    

  

   



       

      

 X
1
 + X

2
 to nie 

to samo co 2X.

Sumując zmienne 

X
1
 i X

2
, musisz 

się oprzeć 

na realizacjach każdej z nich. 

2X oznacza tylko jedną 

realizację, tyle że podwojoną 

w stosunku do X.

 Uwaga!
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Podstawowe 
terminy
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Ilość kawy, która składa się na dużą porcję; 

X — ilość kawy zawarta w standardowej 

porcji.

Wypłata możliwa do uzyskania po nabyciu 

pojedynczego losu, którego cena poszła 

w górę; X — wypłata możliwa do uzyskania 

po nabyciu pojedynczego losu w starej cenie.

Spożywanie dodatkowego kubka kawy 

każdego dnia; X — ilość kawy w jednym 

kubku.

Wypłata możliwa do uzyskania po nabyciu 

10 losów na loterii; X — wypłata możliwa 

do uzyskania po nabyciu jednego losu.

Kupno dodatkowych kur znoszących jajka; 

X — liczba znoszonych jaj w zależności 

od gatunku kury.



Ilość kawy, która składa się na dużą porcję; 

X — ilość kawy zawarta w standardowej 

porcji.

Wypłata możliwa do uzyskania po nabyciu 

pojedynczego losu, którego cena poszła 

w górę; X — wypłata możliwa do uzyskania 

po nabyciu pojedynczego losu w starej cenie.

Spożywanie dodatkowego kubka kawy 

każdego dnia; X — ilość kawy w jednym 

kubku.

Wypłata możliwa do uzyskania po nabyciu 

10 losów na loterii; X — wypłata możliwa 

do uzyskania po nabyciu jednego losu.

Kupno dodatkowych kur znoszących jajka; 

X — liczba znoszonych jaj w zależności 

od gatunku kury.
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Lokalna cukiernia włączyła do swojej oferty ciasteczka z niespodzianką. Ich cena  

to 0,5 dolara za sztukę. Większość ciasteczek zawiera pomyślną wróżbę na przyszłość,  

ale w niektórych kryją się pieniądze. Prawdopodobieństwo wygrania 2 dolarów wynosi 

0,1, 5 dolarów — 0,07, zaś 10 dolarów — 0,03.

Niech X oznacza wypłatę (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej „gry”. 

Sporządź rozkład prawdopodobieństwa zmiennej X. Ile wynosi E(X) i Var(X)?

Cukiernia zdecydowała się podnieść cenę ciasteczek do 1 dolara za sztukę.  

Ile teraz wynosi wartość oczekiwana i wariancja wypłaty?



Lokalna cukiernia włączyła do swojej oferty ciasteczka z niespodzianką. Ich cena  

to 0,5 dolara za sztukę. Większość ciasteczek zawiera pomyślną wróżbę na przyszłość, 

ale w niektórych kryją się pieniądze. Prawdopodobieństwo wygrania 2 dolarów wynosi 

0,1, 5 dolarów — 0,07, zaś 10 dolarów — 0,03.

Niech X oznacza wypłatę (wygrana pomniejszona o koszt ciasteczka) z tej „gry”. 

Sporządź rozkład prawdopodobieństwa zmiennej X. Ile wynosi E(X) i Var(X)?
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Cukiernia zdecydowała się podnieść cenę ciasteczek do 1 dolara za sztukę.  

Ile teraz wynosi wartość oczekiwana i wariancja wypłaty?
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x  -5 395

P(X = x)    
   

y  -2 23 48 73 98

P(Y = y)
 






  
     

  
   

Nowość!

x  -5 395

P(X = x)

      



x y

x + y

 

  


 

   

  

E(X + Y) = E(X) + E(Y)

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

 Swobodnie 

można 

dodawać tylko 

wariancje 

zmiennych 

niezależnych.

Jeśli X i Y nie są zmiennymi 

niezależnymi, wtedy Var(X+Y) 

nie jest równa Var(X) + Var(Y).

 Uwaga!

E(X)
E(Y)

E(X + Y)

Var(X) Var(Y) Var(X + Y)

=+

   
 

0 0 0
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E(X - Y) = E(X) – E(Y)

Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)

  
  

 

 Wyznaczając 

wariancję 

różnicy 

zmiennych 

losowych, 

zsumuj ich wariancję.

Łatwo tu o pomyłkę, ponieważ 

w pierwszej chwili wydaje 

się to sprzeczne z intuicją. 

Zapamiętaj jednak, że 

jeśli X i Y są niezależnymi 

zmiennymi losowymi, 

to Var(X – Y) = Var(X) + Var(Y).

 Uwaga!

    

 

  

E(X)
E(Y)

Var(X) Var(Y)

-

0 0

E(X - Y)

Var(X - Y)

=



X

Y

aX

bY

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

Var(aX + bY) = a2Var(X) + b2Var(Y)

E(aX - bY) = aE(X) - bE(Y)

Var(aX - bY) = a2Var(X) + b2Var(Y)
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W poniższej tabeli zamieszczono wartości oczekiwane i wariancje różnych zmiennych losowych. 

Spróbuj podać najprostszy sposób na wyznaczenie każdej z tych wartości. W razie potrzeby 

przyjmij założenie o niezależności zmiennych losowych.

Parametr Sposób obliczenia

   E(aX + b)

   Var(aX + b)

   E(X)

   E(f(X))

   Var(aX - bY)

   Var(X)

   E(aX - bY)

   E(X
1
 + X

2
 + X

3
)

   Var(X
1
 + X

2
 + X

3
)

   E(X2)

   Var(aX - b)
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Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie ważne  

w weekendy. Każde z nich zawiera potrawy w czterech różnych kategoriach cenowych.  

Rozkłady prawdopodobieństw wydatków klientów zamieszczono w poniższych tabelkach:

x 10 15 20 25

P(X = x)

Dni robocze:

y 15 20 25 30

P(Y = y)

Weekend:

Kto, Twoim zdaniem, wyda więcej pieniędzy na posiłek w tej restauracji: grupa 20 klientów 

weekendowych czy 25 klientów odwiedzających restaurację w pozostałe dni?



W poniższej tabeli zamieszczono wartości oczekiwane i wariancje różnych zmiennych losowych. 

Spróbuj podać najprostszy sposób na wyznaczenie każdej z tych wartości. W razie potrzeby 

przyjmij założenie o niezależności zmiennych losowych.

Parametr Sposób obliczenia

   E(aX + b)  

   Var(aX + b)

   E(X)  

   E(f(X))  

   Var(aX - bY)  

   Var(X)      

   E(aX - bY)  

   E(X
1
 + X

2
 + X

3
)

   Var(X
1
 + X

2
 + X

3
)

   E(X2)  

   Var(aX - b)



4

Pewna restauracja oferuje dwa menu: jedno przeznaczone na dni robocze, drugie ważne  

w weekendy. Każde z nich zawiera potrawy w czterech różnych kategoriach cenowych.  

Rozkłady prawdopodobieństw wydatków klientów zamieszczono w poniższych tabelkach:

x 10 15 20 25

P(X = x)

Dni robocze:

y 15 20 25 30

P(Y = y)

Weekend:

Kto, Twoim zdaniem, wyda więcej pieniędzy na posiłek w tej restauracji: grupa 20 klientów 

weekendowych czy 25 klientów odwiedzających restaurację w pozostałe dni?
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Sam zwykł jadać w dwóch restauracjach. Restauracja A jest droższa niż B, ale serwuje znacznie 

lepsze jakościowo dania.

Poniższe tabelki prezentują rozkłady prawdopodobieństw wydatków Sama w obu restauracjach. 

Jak mógłbyś scharakteryzować różnicę w poziomie cen między restauracją A i B? Ile wynosi jej 

wariancja?

x 20 30 40 45

P(X = x)

Restauracja A:

y 10 15 18

P(Y = y)

Restauracja B:

Dyskretne 

Ćwiczenie

Restauracja A:

x 

P(X = x)

Restauracja B:

y 

P(Y = y)

<<koniec ramki>>



      

                

        

 

             
             

                

                

        

 

            

      

 

             
       

            

            

      

 

      
  

      

    

 

      

    

 

Sam zwykł jadać w dwóch restauracjach. Restauracja A jest droższa niż B, ale serwuje znacznie 

lepsze jakościowo dania.

Poniższe tabelki prezentują rozkłady prawdopodobieństw wydatków Sama w obu restauracjach. 

Jak mógłbyś scharakteryzować różnicę w poziomie cen między restauracją A i B? Ile wynosi jej 

wariancja?

x 20 30 40 45

P(X = x)

Restauracja A:

y 10 15 18

P(Y = y)

Restauracja B:


